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El presente libro, Analisis Matematico II, esta organizado en siete capitulos principales. Cada
capitulo desarrolla conceptos fundamentales del andlisis matemadtico, con énfasis en las funciones
escalares y vectoriales en espacios multidimensionales. A continuacién, se ofrece una descripcién
mas detallada de cada capitulo, incluyendo sus respectivos subtemas.

Capitulo 1: Introduccién al Espacio Vectorial

Este capitulo presenta los conceptos basicos del espacio vectorial en R”, fundamentales para el
andlisis geométrico en varias dimensiones. Los subtemas incluidos son:

1.1 El Espacio R" - Definicion del espacio vectorial R”. - Propiedades de los vectores en R".

1.2 Producto Punto, Proyecciones - Definicion y propiedades del producto punto. - Proyecciones
ortogonales de vectores.

1.3 Norma, Distancia - Definicién de norma y tipos (Euclidea e infinita). - Cdlculo de distancia
entre puntos en R”.

1.4 Producto Cruz en R? - Definicién y propiedades del producto cruz. - Aplicaciones geométricas
y fisicas del producto cruz.

1.5 Rectas y Planos - Ecuaciones paramétricas y simétricas de rectas. - Ecuacion general de un
plano en R,

Capitulo 2: Funciones de Varias Variables

Este capitulo aborda el estudio de funciones con varias entradas y salidas, centrdndose en sus
propiedades y graficos. Los subtemas incluidos son:

2.1 Funciones de Varias Variables - Definicién y ejemplos de funciones con varias entradas. -
Representacion grafica de funciones.

2.2 Geometria de las Funciones de Varias Variables - Superficies y contornos. - Representaciones
tridimensionales de funciones.

2.3 Limites y Continuidad - Definicién de limite para funciones de varias variables. - Criterios de
continuidad.

2.4 Vector Normal, Plano Tangente - Definicién de vector normal y plano tangente. - Célculo del
plano tangente en puntos especificos.

2.5 Derivadas Parciales de Orden Superior - Definicién y notacién de derivadas parciales. -



12 Capitulo 3. Introduccién

Aplicacion de las derivadas parciales en el andlisis de funciones.

Capitulo 3: Composicion de Funciones de Varias Variables

Este capitulo desarrolla la composicién de funciones y su relacion con las derivadas, aplicando
herramientas como la regla de la cadena. Los subtemas son:

3.1 Composicion de Funciones de Varias Variables - Definicion y ejemplos de composicion. -
Propiedades de la composicién de funciones.

3.2 Regla de la Cadena: Perspectiva General - Derivacion de funciones compuestas. - Aplicacio-
nes practicas de la regla de la cadena.

3.3 Funciones Implicitas (Varias Variables) - Definicion de funciones implicitas. - Aplicaciones
de la regla de la derivada implicita.

3.4 Funcién Inversa - Definicion y condiciones para la existencia de la funcién inversa. - Aplicacion
del teorema de la funcién inversa.

Capitulo 4: Extremos de Funciones e Integrales Multiples

Este capitulo se enfoca en la determinacion de extremos de funciones y en la evaluacion de integrales
multiples. Los subtemas son:

4.1 Extremos de Funciones de Varias Variables - Maximos y minimos locales. - Puntos criticos y
condiciones para su existencia. - Método de multiplicadores de Lagrange.

4.2 Integrales Miiltiples - Definicion de integral doble y tipos de regiones generales. | - Cambio de
variables en coordenadas polares, cilindricas y esféricas. - Aplicaciones en célculo de volimenes y
centros de masa.

Capitulo 5: Integrales de Linea

Este capitulo introduce las integrales de linea y su relacién con los campos vectoriales. Los subtemas
son:

5.1 Caminos en R” - Definicién de caminos y parametrizacion. - Ejemplos en el espacio tridimen-
sional.

5.2 Campos Vectoriales - Definicidn y representacion grafica de campos vectoriales.

5.3 Integrales de Linea: Definicion y Propiedades - Evaluacion de integrales de linea. - Indepen-
dencia del camino y funciones potenciales.

5.4 Teorema de Green - Enunciado y aplicaciones del teorema de Green.

Capitulo 6: Integrales de Superficie

Este capitulo estudia las integrales de superficie para funciones escalares y vectoriales. Los subtemas
son:

6.1 Superficies Parametrizadas - Tipos principales de reparametrizaciones. - Areas de superficies
parametrizadas.

6.2 Integrales de Superficie de Funciones Reales - Evaluacion de integrales de superficie.

6.3 La Divergencia de un Campo Vectorial - Definicién y propiedades del operador de divergencia.
6.4 El Rotacional de un Campo Vectorial - Definicion y aplicaciones fisicas del rotacional.

6.5 Teorema de Stokes - Enunciado y aplicaciones del teorema.

Capitulo 7: Teorema de Stokes y Teorema de la Divergencia

En el dltimo capitulo se profundiza en los teoremas fundamentales del andlisis vectorial. Los
subtemas son:

7.1 Teorema de Stokes - Relacion entre integrales de linea y de superficie.

7.2 Teorema de la Divergencia - Relacién entre el flujo de un campo vectorial y su divergencia.
7.3 Aplicaciones Fisicas y Geométricas - Ejemplos en dindmica de fluidos y electromagnetismo.
A través de estos capitulos, el libro ofrece un desarrollo riguroso y detallado de los temas fundamen-
tales del cédlculo vectorial, con aplicaciones précticas y ejercicios que permiten al lector consolidar
los conocimientos adquiridos.

Helbert Justo Luque Zevallos
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1.1 El Espacio R"

1.1.1 Definicién del Espacio Vectorial R”"

El espacio R" es uno de los ejemplos mds importantes y fundamentales en dlgebra lineal y andlisis
matematico. Este espacio sirve como base para el estudio de estructuras mds abstractas y para
aplicaciones en diversas dreas como la fisica, la ingenieria y la economia.

Definition 1.1.1 El espacio vectorial R" es el conjunto de todas las n-tuplas ordenadas de
ndmeros reales:

T={x=(x1,x0,...,0) | €R, i=1,2,...,n}.

Las operaciones de suma de vectores y multiplicacion por escalares estan definidas como sigue:
1. Suma de vectores: Para x,y € R”, la suma x+y se define componente a componente:

X+y=(x1+y1,%2+Y2, s Xn+Yn)-

2. Multiplicacién por un escalar: Parax € R" y @ € R, el producto ax se define multipli-
cando cada componente por el escalar:

ox = (0xy, 00Xy, . .., 0xy).

p) Elespacio R"” cumple con los axiomas de un espacio vectorial sobre el cuerpo de los nimeros
reales R. Esto significa que R”" es cerrado bajo las operaciones de suma y multiplicacién por
escalares, y satisface propiedades como asociatividad, conmutatividad de la suma, existencia
del elemento neutro y opuesto, entre otras.

Para comprender mejor la estructura de R”, es ttil considerar algunos ejemplos y propiedades
fundamentales.

= Example 1.1 Paran = 2, el espacio R? representa el plano cartesiano. Un vector en R? es una
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Funciones de Varias Variables
Definicion y Ejemplos de Funciones con Varias Entradas

Las funciones de varias variables son una extensién natural de las funciones de una variable y son
fundamentales en el andlisis matematico y en muchas aplicaciones en fisica, ingenieria y economia.
En esta seccidn, definiremos formalmente las funciones de varias variables y proporcionaremos
ejemplos para ilustrar sus propiedades y usos.

Definition 2.1.1 — Funcién de Varias Variables. Sea D C R” un conjunto no vacio. Una
funcion de n variables reales es una aplicaciéon f : D — R que asigna a cada vector X =
(x1,X2,...,%,) € D un niimero real f(x).

El dominio D es un subconjunto de R”, y la funcién f asigna a cada punto en D un valor en
R. Esto generaliza las funciones de una variable, donde D C R.

= Example 2.1 Considere la funcién f : R — R definida por:

flxy) =2+

Demostracién. Esta funcion asigna a cada punto (x,y) en el plano R? el valor x*> +y*. Geométrica-
mente, representa la distancia al cuadrado desde el origen hasta el punto (x,y). ]

p) Lagrificade f(x,y) = x% +y? es un paraboloide eliptico, como se muestra en la Figura 2.1.1.
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Figura 2.1.1: Grdfica de f(x,y) = x> +*

Definition 2.1.2 — Funcién Escalar y Funcion Vectorial. Una funcién f: D CR"” — R se
denomina funcion escalar de n variables. Si una funcién tiene la forma F : D C R" — R™, se
denomina funcion vectorial de n variables.

= Example 2.2 Sea F : R? — R3 definida por:

X
Fl,y)=1| »
xX+y

Demostracién. Esta es una funcién vectorial que asigna a cada punto (x,y) € R? un vector en
R3. [

Definition 2.1.3 — Dominio y Contradominio. El dominio de una funcién f: D — R es el
conjunto D de todos los valores de entrada permitidos. El contradominio es R, el conjunto de
todos los posibles valores de salida.

= Example 2.3 Considere la funcién f : R? — R definida por:
fxy)=V1-x> =y
| |

Demostracién. El dominio D es el conjunto de puntos (x,y) tales que 1 —x*> —y? > 0, es decir, el
disco de radio 1 centrado en el origen. |

p) La Figura 2.1.2 muestra el dominio de f(x,y), que es el interior y la frontera del circulo
unitario.
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0,5 1,5

Figura 2.1.2: Dominio de f(x,y) = /1 —x% —y?

Definition 2.1.4 — Funciones de Clase C*. Una funcién f : D C R" — R es de clase CX en D
si todas sus derivadas parciales de orden hasta k existen y son continuas en D.

Theorem 2.1.1 — Continuidad de Funciones de Varias Variables. Sea f: D CR" — R. La
funcién f es continua en un punto a € D si:

lim £(x) = f(a).

X—a

Demostracion. Por definicién, para que f sea continua en el punto a € D, debemos verificar que:

lim f(x) = f(a).

X—a

Esto implica que, dado cualquier € > 0, existe un 6 > 0 tal que si ||[x —a|| < & (con x € D), entonces
f(x) = f(a)] <e.

Demostremos esto:

1. Sea € > 0 arbitrario. Dado que la definicién del limite establece la proximidad entre f(x) y f(a)
cuando X se acerca a a, existe 6 > 0 tal que si || x —al|| < 8, entonces |f(x) — f(a)| < €.

2. Por la suposicién de la existencia del limite, tal 6 cumple con la condicién mencionada.

3. Por lo tanto, siempre que ||x —a|| < J, el valor de f(x) se encuentra arbitrariamente cerca de
f(a), cumpliendo la definicién de continuidad.

Concluimos que limy_,, f(x) = f(a), lo cual establece la continuidad de f en a. [

» Example 2.4 Verifique si la funcién f(x,y) = es continua en el origen.

X
x2+y?
Demostracion. Observamos que f(0,0) no estd definida directamente, ya que el denominador es
cero. Sin embargo, podemos definir f(0,0) = 0 y analizar el limite:

lim =
(x,y)—=(0,0) X +y

)

porque si tomamos cualquier camino hacia el origen, el numerador tiende a cero més répido que el
denominador. Por lo tanto, f es continua en el origen si definimos f(0,0) = 0. |
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x%y
x4+ y?
se define £(0,0) = 0. n

Exercise 2.1 Demuestre que la funcién f(x,y) =

no es continua en el origen, incluso si

Demostracion. Tomemos el camino y = x*:

x2x? x* 1

2y —_
o) =G ra=2a= 5

1
El limite a lo largo de este camino es 5

Ahora, tomemos el camino y = 0:

2‘0
f(x,O):;iwzo.

El limite a lo largo de este camino es 0. Dado que los limites dependen del camino, el limite no
existe en el origen, y por lo tanto, f no es continua en (0,0). |

Definition 2.1.5 — Funciones Homogéneas. Una funcién f : R” — R es homogénea de
grado k si paratodo A > 0y x € R” se cumple:

f(ax) =25 f(x).
= Example 2.5 La funcién f(x,y) = x> +y* es homogénea de grado 2. "

Demostracion. Calculamos:

FxAy) = (AP + () = 222 + A2 = 2202 +)7) = A2f (x,).

p) Las funciones homogéneas son importantes en economia y fisica, ya que representan relacio-
nes de escala y propiedades de autosemejanza.

Theorem 2.1.2 — Propiedad de Linealidad. Si f y g son funciones de varias variables y
o, B € R, entonces la combinacién lineal o f + g es también una funcién de varias variables.

Demostracion. Sea f: D CR" - Ry g: D CR"— R, funciones de varias variables, y sean
o, B € R. Consideremos la funcién & definida como:

h(x) = af (x) + Bg(x),

paratodo x € D.

Por definicidn, 4 es una funcién de varias variables si estd bien definida y mapea elementos de D a
R. Dado que f'y g son funciones de varias variables, sus valores estan bien definidos para cada
x € D. Ademids, las operaciones de suma y multiplicacion escalar estdn definidas en R. Por lo tanto,
h(x) estd bien definida para cada x € D.

En consecuencia, la funcién 7 = af + g es una funcién de varias variables, como se queria
demostrar. |
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Exercise 2.2 Sea f(x,y) = e“cosy y g(x,y) = €'siny. Demuestre que f y g satisfacen la
ecuacion diferencial parcial:
d%u

sz =u.

Demostracion. Calculamos las segundas derivadas parciales:

Para f:
aIf _ ’f_
—— =¢'cosy, —= =¢€"cosy=7Ff.
ox Y9 y=f
Para g:
dg .. g ..
-2 =¢'siny, —2 =e'siny=g.
e ¢*siny 2 e'siny=g
) ) 2%u
Por lo tanto, ambas funciones satisfacen 2 =u. [ |
x

Definition 2.1.6 — Funciones Continuamente Diferenciables. Una funcién f: D CR" — R
es continuamente diferenciable en D si todas sus derivadas parciales de primer orden existen y
son continuas en D.

Theorem 2.1.3 — Teorema de Schwarz. Si f es una funcién de clase C? en una regién D,
entonces las derivadas parciales mixtas son iguales:

9’f  9*f
ax,-axj N aijx,-’

Vi, j.

Demostracién. Por hipétesis, f es de clase C? en la regién D, lo que significa que todas las
derivadas parciales de primer y segundo orden existen y son continuas en D.

. . . . 92 92
Sea x = (x,x2,...,X,) € D. Consideremos las derivadas parciales mixtas pre a]; =Y 3 9fx,"

Por definicién de la derivada parcial mixta, tenemos:

P 9 (9N P _ 9 (9f
8x,-8xj_8x,- 8xj ’ axjaxi_axj axi .

La igualdad de las derivadas mixtas sigue del teorema de igualdad de las derivadas parciales bajo
condiciones de continuidad (teorema de Clairaut). Esto asegura que si f € C2, el orden en que se
toman las derivadas no afecta el resultado:

*f  9*f
Bx,-axj N (9)61'8)6,"

Por lo tanto, las derivadas parciales mixtas son iguales en cualquier punto x € D, lo que completa
la demostracion. |
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I Exercise 2.3 Verifique el teorema de Schwarz para la funcién f(x,y) = x*y + xy°. n

Demostracion. Calculamos las derivadas:

af _ »  f
af _ I’f _
Ty—x +2xy, m—2x+2y

Por lo tanto,

9*f  9*f

dxdy  dyodx =22y

p) Laigualdad de las derivadas mixtas es una propiedad clave en el andlisis multivariable y es
esencial en el estudio de las ecuaciones diferenciales parciales.

Definition 2.1.7 — Funcién Implicita. Una funcién f(x,y) estd definida implicitamente por
una ecuacién de la forma F(x,y, f(x,y)) = 0, donde F es una funcién conocida.

= Example 2.6 La ecuacién x*> +y? 4z — 1 = 0 define implicitamente una funcién z = f(x,y) en
la region donde z es una funcién de x e y. "

Demostracion. Despejando z:
7=+ 1—x2—y2.

Exercise 2.4 Determine si la funcion definida implicitamente por xy +Inz = 0 puede ser
expresada como z = f(x,y) y si es diferenciable. n

Demostracion. Despejamos z:

Xy

Inz=—xy = z=¢"

La funcién z = e es diferenciable en todo R2. [ |

p) Las funciones implicitas son comunes en matematicas y fisica, y su diferenciabilidad estd
sujeta a ciertas condiciones que se estudian en el teorema de la funcién implicita.

En conclusidn, las funciones de varias variables extienden el concepto de funciones de una variable
y son fundamentales en el andlisis matematico. Comprender sus propiedades y comportamientos es
esencial para avanzar en el estudio del cdlculo multivariable y sus aplicaciones.
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3.1 Composicion de Funciones de Varias Variables
3.1.1 Definicién y Ejemplos de Composicion
La composicién de funciones es una operacidon fundamental en matematicas que permite construir
funciones mds complejas a partir de funciones méas simples. En el contexto de funciones de varias
variables, la composicion adquiere particular relevancia en el andlisis y en aplicaciones donde

las variables dependen unas de otras. En esta seccion, exploraremos la definicién, propiedades y
aplicaciones de la composicion de funciones de varias variables.

Definition 3.1.1 — Composicion de Funciones de Varias Variables. Sean f: D C R" — R™
y g: E CR™ — R? dos funciones, donde f(D) C E. La composicion de g con f es la funcién
h: D — R? definida por:

h(x) = (gof)(x) =g(f(x)), paratodox € D.

p ) Lacomposicion go f estd bien definida si y s6lo si el rango de f estd contenido en el dominio
de g, es decir, f(D) CE.

La composicién de funciones de varias variables es esencial en el estudio de transformaciones y en
la aplicacién de la regla de la cadena para derivadas parciales.

= Example 3.1 Sea f : R? — R3 definida por f(u,v) = (ucosv,usinv,v) y sea g : R?> — R definida
por g(x,y,z) = x*> +y? +z2. Calcule la composicién 2 = go f y determine su expresi6n en términos
deuyv. "

Demostracion. Primero, calculamos f(u,v):
fu,v) = (ucosv,usinv,v).
Luego, aplicamos g a f(u,v):
h(u,v) = g(f(u,v)) = (ucosv)* 4 (usinv)? 4+12.



168 Capitulo 3. Composicion de Funciones de varias variables

Simplificamos:
(ucosv)? 4 (usinv)? = u?(cos? v+ sinv) = u°.
Por lo tanto:
h(u,v) = u> +1°.
|

Este ejemplo ilustra cémo la composicion de funciones puede simplificar expresiones y facilitar el
andlisis de funciones mds complejas.

Theorem 3.1.1 — Asociatividad de la Composicion de Funciones. Sean f: D C R" — R™,
g:ECR" R yh:F CRP— R?funciones tales que f(D) C E, g(E) C F. Entonces:

ho(gof)=(hog)of.

Demostracion. Por definicién de la composicién de funciones, para cualquier x € D se tiene:

(ho(gof)(x) = h((go f)(x))-

Por definicién de la composicién g o f, esto se puede reescribir como:

h((go f)(x)) = h(g(f(x)))-

Ahora consideremos la composicién (ho g) o f. Por definicién de la composicion de funciones, se
tiene:

((hog)o f)(x) = (hog)(f(x))-

Por definicién de la composicién ko g, esto es igual a:

(hog)(f(x)) = h(g(f(x)))-

Por lo tanto:

h((go f)(x)) = (hog)(f(x))-

Concluimos que:

ho(gof)=(hog)of.

Gracias a la asociatividad, podemos componer miiltiples funciones sin preocuparnos por el
orden de agrupacidn, lo que simplifica la notacién y el andlisis.

En el contexto de funciones de varias variables, la regla de la cadena juega un papel fundamental
en el célculo de derivadas.
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Theorem 3.1.2 — Regla de la Cadena para Funciones de Varias Variables. Sea f: D C
R" — R™ diferenciable en a € D y sea g : E C R™ — R? diferenciable en f(a), con f(D) C E.
Entonces, la funcién compuesta h = go f : D — RP es diferenciable en a, y su matriz jacobiana
esta dada por:

In(a) = Jg(f(a)) - Jr(a),

donde J¢ y J, son las matrices jacobianas de f'y g, respectivamente.

Demostracion. Seah=go f,donde f: D CR" — R™ es diferenciableenac Dy g: E CR" — R?
es diferenciable en f(a). Queremos demostrar que / es diferenciable en a y que su matriz jacobiana
es:

In(a) = J,(f(a)) - Jr(a).

Por definicion de diferenciabilidad, podemos escribir:

fla+h)=f(a)+Jr(a)h+r(h),
donde limp o S = 0.
Del mismo modo, para g en f(a), tenemos:

8(f(a) +k) =g(f(a)) +J,(f(a) k+ra(k),

donde limy_.o r‘zl((ll() =0.

Sustituyendo k = J¢(a)h+r; (h), obtenemos:

g(f(a+h)) =g(f(a)+Jr(a)h+ri(h)).

Aplicando la linealidad de J,(f(a)), esto se convierte en:

g(f(a+h)) =g(f(a)) +Je(f(a))r(a)h+J(f(a))ri(h) +ra(k).
Definiendo el término de error total como r(h) = J,(f(a))r;(h) +r(k), se tiene que:

. r(h)

— =0.
ho0 ]

Por lo tanto, & es diferenciable en a y su matriz jacobiana es:

Jn(a) = J,(f(a))-Jr(a).
|

» Example 3.2 Sea f : R?> — R? definida por f(x,y) = (¢*,In(x+y)) y g : R — R definida por
g(u,v) = u? +v?. Calcule la matriz jacobiana de 4 = go f en el punto (1,0). "
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Demostracion. Primero, calculamos f(1,0):
£(1,0) = (¢, In(1+0)) = (¢’,In1) = (1,0).

Calculamos las matrices jacobianas:
La matriz jacobiana de f es:

. | 9x Iy | _
e =\op ap )=\ -
ox  dy xX+y x-+y

Evaluamos en (1,0):

0.2 1-¢°
Jr(1,0) = 1 1 = <(1) i) .
1+0 140

La matriz jacobiana de g es:
Jo(u,v) = (2u 2v).

Evaluamos en f(1,0) = (1,0):
J(1,0)=(2-1 2-0)=(2 0).

Entonces, la matriz jacobiana de i en (1,0) es:

Uh(1,0) = Jy(£(1,0)) -J;(1,0) = (2 0) (? i)

Exercise 3.1 Sea f: R® — R? definida por f(x,y,z) = (xy,yz) y g : R? — R definida por
g(u,v) = u? +v?. Calcule la matriz jacobiana de 4 = go f en el punto (1,1,1). .

Demostracion. Primero, calculamos f(1,1,1) = (1-1,1-1) = (1,1).
La matriz jacobiana de f es:

9f dofi N
[ox 9y 9z |_(y x O
D =19p op of _<0 z y)'
dx dy Oz

Evaluamos en (1,1,1):

110
Jf(1,1,1):<0 X 1>.

La matriz jacobiana de g es:

Jo(u,v) = (2u 2v).
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Evaluamos en f(1,1,1) = (1,1):
L(1,1)=(2 2).

Entonces, la matriz jacobiana de hen (1,1,1) es:

In(1,1,1) = Jg(f(1,1,1)) - Jp(1,1,1) = (2 2) <1 i (1))

o

p) Lareglade la cadena para funciones de varias variables es esencial en el célculo diferencial
multivariable y en la resolucion de problemas de optimizacién y modelado matematico.

También es importante considerar la diferenciabilidad de la funcién compuesta en términos de sus
componentes.

Theorem 3.1.3 — Diferenciabilidad de la Composicion. Sea f: D C R" — R continua en
a y diferenciable en un entorno de a, y sea g : E C R” — R” continua en f(a) y diferenciable en
un entorno de f(a). Entonces, la composicién & = g o f es diferenciable en a.

Demostracion. Sea h=go f, donde f: D C R" — R™ es continua en a y diferenciable en un
entornode a,y g : E C R”™ — R? es continua en f(a) y diferenciable en un entorno de f(a).
Por definicién de diferenciabilidad, existe una matriz jacobiana Jy(a) tal que:

fla+h) = f(a)+Jr(a)h+rs(h),

donde limy o i) = 0.

Del mismo modo, para g existe una matriz jacobiana J,(f(a)) tal que:

g(f(a)+k) =g(f(a)) +J,(f(a))k+r,(k),

donde limy .o % —0.

Sustituyendo k = f(a+h) — f(a) = Js(a)h+rs(h), obtenemos:

g(f(a+h)) =g(f(a)+Jr(a)h+rs(h)).

Aplicando la linealidad de J,(f(a)), esto se convierte en:

g(f(a+h)) =g(f(a)) +J,(f(a))/r(a)h+J,(f(a))rs(h) +r(k).

Definiendo el término de error total como r,(h) = J,(f(a))rs(h) 4 r,(k), se tiene que:

h
tim ) _
h—0 |h||

Por lo tanto, % es diferenciable en a.
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I método de multiplicadores de Lagrange. =

Exercise 4.122 Considere f(x,y) = x*> +y> 4+ 2xy y la regién compacta D = {(x,y) € R? :
x? +y? < 1}. Encuentre los extremos absolutos de f en D y demuestre rigurosamente que estos
son los tnicos puntos donde f alcanza sus extremos. u

Exercise 4.123 Sea f : D C R? — R una funcién continua y D el tetraedro definido por los
vértices (0,0,0), (1,0,0), (0,1,0), y (0,0,1). Encuentre y demuestre los extremos absolutos de
f(x,y,2) =x+y+zenD. .

Exercise 4.124 Demuestre que si f : D C R” — R es una funcién diferenciable y estrictamente
convexa en una regién compacta D, entonces el médximo absoluto de f se alcanza en un punto
de la frontera de D. =

Exercise 4.125 Sea f : R? — R definida por f(x,y) = ¢~ y D el cuadrado cerrado [—1,1] x
[—1,1]. Demuestre que f alcanza su mdximo absoluto en D y que este ocurre en el punto (0,0).

Exercise 4.126 Sea f(x,y) = x* — 3xy? definida en la regién compacta D = {(x,y) € R? :
x? 4y < 4}. Encuentre y demuestre los puntos donde f alcanza sus extremos absolutos en D. =

Exercise 4.127 Demuestre que si f : R* — R es una funcién continua en una regién compacta
D y alcanza un maximo en un punto de la frontera de D, entonces para cualquier extension de f
fuera de D, el maximo global de f no puede ocurrir en el interior de D. n

Exercise 4.128 Sea f: D C R?> — R una funcién dos veces diferenciable definida en el cuadrado
D =[0,1] x [0, 1]. Use el Teorema de los multiplicadores de Lagrange para demostrar que los
extremos absolutos de f en D deben satisfacer una condicién de tipo borde-interior. L

Exercise 4.129 Sea f : R” — R una funcién continua y sea D C R” una region compacta no
convexa. Demuestre que f atin alcanza su mdximo y minimo absolutos en D a pesar de la falta
de convexidad de D. u
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5.1 Integral Doble: Integralidad, Tipos de Regiones Generales

5.1.1 Definicion de la Integral Doble

La integral doble es una extension natural del concepto de integral definida en una variable al caso
de funciones de dos variables sobre regiones del plano. Este concepto es fundamental en el andlisis
matematico y tiene aplicaciones en diversas dreas como la fisica, la ingenieria y la economia.

Definition 5.1.1 Sea f : D — R una funcién acotada definida en una regién acotada D C R?.
Una particién &7 de D es un conjunto finito de subregiones D;; tales que:

1. Cada D;; es un rectangulo cerrado [x;_1,x;] X [yj—1,y;].

2. D=, Dij.

3. Las intersecciones D;; N Dy, con (i, j) # (k,1), tienen medida cero.

Definition 5.1.2 Sea &7 una particién de D y seleccionemos un punto (xl’»‘j, y;‘j) en cada subrec-
tdngulo D;;. La suma de Riemann doble asociada a f'y & es:

S(gzaf Zf lJ?ytJ)AxAy]7

7]

donde Ax; = x; —x;_ 1 yAy; =y; —yj-1.

La idea es aproximar el valor de la integral doble mediante la suma de los volimenes de prismas
rectangulares cuya base es cada subrectdngulo D;; y cuya altura es el valor de la funcién en el punto
seleccionado.
Definition 5.1.3 Se define la norma de la particiéon & como el maximo de las diagonales de
los subrectangulos:

12| = n}z}x (Axi)? + (Ay;)>.
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Definition 5.1.4 La funcidn f es integrable en D si existe un nimero / tal que, para toda € > 0,
existe § > 0 tal que para toda particién & con || #|| < & y cualquier eleccion de puntos (x7;,};)
en D;;, se cumple:

Este nimero / se denomina la integral doble de f sobre D, y se denota por:

I://Df(x,y)dA.

Theorem 5.1.1 — Criterio de Integrabilidad. Si f es una funcién continua en una regién
cerrada y acotada D C R", entonces f es integrable en D.

Demostracion. Dado que f es una funcién continua en D y D es una region cerrada y acotada, por
el Teorema de Heine-Borel, D es compacto. La continuidad de f implica que f es uniformemente
continua en D.

Por definicién de integrabilidad, para una funcién f continua en una regién compacta D, se
puede aproximar f de manera uniforme por funciones simples (por ejemplo, particiones de D en
subregiones mds pequefias con valores de f evaluados en puntos especificos). Esto asegura que la
suma de Riemann converge a la integral de f en D.

Por lo tanto, f es integrable en D. |

Este teorema nos proporciona una condicion suficiente para la integrabilidad de una funcién sobre
una region. Sin embargo, existen funciones discontinuas que también son integrables bajo ciertas
condiciones.

» Example 5.1 Calcule la integral doble de f(x,y) = x+y sobre el rectangulo D = [0, 1] x [0,2].

Demostracion. Como f es continua en D, es integrable. La integral doble se calcula como:

//Df(x,y)dA:/01/()2(x+y)dydx.

Calculamos la integral interna:

2 1 ,p=2 1,
/(x+y)dy:xy+fy( =x(2)+=(2)>—0=2x+2.
0 2 y=0 2
Ahora, integramos respecto a x:
1 ) x=1
/ (2x+2)dx=x"+2x O:(l+2)—O:3.
0 x=
Por lo tanto, la integral doble es 3. |

p) Elorden de integracion puede intercambiarse si la funcion y la region lo permiten, lo que a
veces simplifica el célculo de la integral doble.
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Y

Figura 5.1.1: Particion del rectdngulo D en subrectdngulos.

Exercise 5.1 Calcule la integral doble de f(x,y) = ¢ sobre el rectdngulo D = [0,In2] x
[0,In3]. n

Este ejercicio permite practicar el cdlculo de integrales dobles con funciones exponenciales.

Lema 5.1.1 Si f es acotada en D y el conjunto de sus puntos de discontinuidad tiene medida cero,
entonces f es integrable en D.

Demostracion. Este resultado se deriva del teorema de Lebesgue sobre la integrabilidad de funcio-
nes acotadas con discontinuidades en conjuntos de medida cero. Dado que las discontinuidades no
afectan significativamente las sumas de Riemann, la integral existe. [ |

1 i ional
) SIXCYSONTACIONAES, (o cule 1a integral doble de f sobre

0, en otro caso.
D =10,1] x [0,1]. n

= Example 5.2 Sea f(x,y) = {

Demostracion. El conjunto de puntos donde f = 1 es numerable dentro de D, por lo que tiene
medida cero. Por lo tanto, f es integrable y:

//Df(x,y)dA:O.

Este ejemplo muestra que funciones altamente discontinuas pueden ser integrables si sus puntos de
discontinuidad estan suficientemente "dispersos".

Theorem 5.1.2 — Linealidad de la Integral Doble. Si fy g son integrablesen D,y o, 3 € R,
entonces:

//L)(af+l3g)dA:oc//[)fdA+ﬁ//L)gdA.

Demostracion. Por definicion de la integral doble, consideremos la suma de Riemann de o f + B¢
sobre una particién P de D:

=

(af (xi,yi) + Bg(xi,yi) )AA;.
=1

Aplicando la propiedad distributiva, obtenemos:

n n

oY fxi,yi)AAi+ B Y g(xi,yi)AA;.
i=1

i=1 i=
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Tomando el limite cuando el tamafio de la particion tiende a cero, obtenemos:

//D(ocf—i—ﬁg)dA:a//DfdA—l—B//ngA.

Esto concluye la demostracidn. |

Corollary 5.1.3 Si f es integrable en D y c¢ es una constante, entonces:

//Dcf(x,y)dA:c//Df(x,y)dA.

Demostracion. Este corolario es un caso particular del Teorema de Linealidad de la Integral
Doble. Si tomamos g(x,y) =0y B =0 en el teorema, obtenemos:

//D(ocf+0~g)dA:oc//L)fdA+O-//l)gdA.

Simplificando, se tiene:

//DocfdA:oc//DfdA.

Sustituyendo o = ¢, se concluye que:

//Dcf(x,y)dA:c//Df(x,y)dA.

Esto concluye la demostracién. |

Este corolario es un caso particular del teorema de linealidad y es util en el cdlculo de integrales
dobles.

Exercise 5.2 Verifique la linealidad de la integral doble para las funciones f(x,y) =xy g(x,y) =
y en el rectangulo D = [0,1] x [0, 1]. .

p) Laintegral doble puede interpretarse geométricamente como el volumen bajo la superficie
z= f(x,y) y sobre la regién D en el plano xy.

Exercise 5.3 Encuentre el volumen del sélido limitado por la superficie z = x*> +y? y el plano
z = 0 sobre el circulo D definido por x> +y*> < 1. .

Este ejercicio introduce el uso de coordenadas polares para calcular integrales dobles en regiones
circulares.

La eleccién del sistema de coordenadas adecuado puede simplificar significativamente el
célculo de integrales dobles en ciertas regiones.

En las siguientes secciones, exploraremos técnicas avanzadas para calcular integrales dobles y
analizaremos diferentes tipos de regiones sobre las cuales integrar.
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6.1 Caminos en R”

6.1.1 Definicion de un Camino y Parametrizacion

En el estudio del calculo en varias variables, los caminos juegan un papel fundamental al permitir
la definicién de integrales de linea y el analisis del comportamiento de campos vectoriales a lo
largo de trayectorias en R”. A continuacidn, introduciremos formalmente la nocién de camino y
discutiremos su parametrizacion.

Definition 6.1.1 Un camino en R” es una funcion continua y: [a,b] — R", donde [a,b] C R es
un intervalo cerrado. La funci6n y asigna a cadat € [a,b] un punto ¥(r) = (71 (), %2(t),..., (1))
en R”. El intervalo [a,b] se denomina intervalo de parametrizacion.

Esta definicion formaliza la idea intuitiva de una trayectoria continua en el espacio R". La continui-

dad de y asegura que el camino no presenta saltos o discontinuidades.

p) La parametrizacién de un camino no es tnica. Un mismo camino puede ser recorrido a
diferentes velocidades o direcciones, dependiendo de cémo se parametrice. Sin embargo, el
conjunto de puntos trazado por Y es el mismo independientemente de la parametrizacion.

= Example 6.1 Considere el camino ¥ : [0,27] — R? dado por:
(1) = (cost,sinr).

Este camino describe la circunferencia unitaria en el plano xy, comenzando en el punto (1,0) y
recorriéndola una vez en sentido antihorario. m
En la Figura 6.1.1, se ilustra el camino descrito en el ejemplo anterior.

Exercise 6.1 Seay:[0,1] — R? definido por y(¢) = (t,£2,¢3). Determine el punto inicial y final
del camino, y describa geométricamente la trayectoria en R>. "
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Figura 6.1.1: Camino y(t) = (cost,sint) en el plano xy.

Demostracion. El punto inicial es y(0) = (0,0,0) y el punto final es y(1) = (1,1, 1). Geométrica-
mente, el camino describe una curva que inicia en el origen y termina en el punto (1,1, 1), siguiendo
la trayectoria dada por las ecuaciones paramétricas x =1,y =12, 7 =1°. |

Definition 6.1.2 Un camino ¥ : [a,b] — R” se dice suave si sus componentes ¥;(¢) son derivables
y sus derivadas son continuas en |a, b].

La suavidad de un camino garantiza que no presenta puntos angulosos o cambios abruptos de
direccidn, lo cual es importante en el andlisis de integrales de linea y campos vectoriales.

Theorem 6.1.1 Sea 7: [a,b] — R” un camino suave. Entonces, ¥ es diferenciable en (a,b) y su
derivada ¥/() es continua en [a, b].

Demostracion. Por definicién, un camino suave ¥ : [a,b] — R” es una funcién cuya derivada ¥/ ()
existe y es continua en [a, b].

Por el Teorema Fundamental del Célculo para funciones vectoriales, si ¥ (¢) es continua en [a, b],
entonces 7 es diferenciable en todo (a,b), y su derivada es precisamente ¥/ (t).

Por lo tanto, 7y es diferenciable en (a,b) y ¥ (¢) es continua en [a, ). [

= Example 6.2 Considere el camino : [0, 1] — R? dado por:

() = (1,1).

Este camino es suave, ya que las funciones 7 y ¢> son derivables y sus derivadas 1 y 2¢ son continuas
en [0, 1]. ]

Este camino describe una parabola en el plano xy, desde el punto (0,0) hasta el punto (1,1).

| Exercise 6.2 Verifique si el camino ¥ : [0,27] — R? definido por y(t) = (cost,|sin?|) es suave
en [0,27]. n

Demostracion. La funcién |sint| no es diferenciable en los puntos donde sins = 0, es decir, en
t =0, 7, y 2. Por lo tanto, ¥ no es suave en [0, 27]. [ |

Definition 6.1.3 Dos caminos ¥, : [a,b] — R" y % : [c,d] — R” se dicen equivalentes si existe
una funcion biyectiva y monétona ¢ : [a,b] — [c,d] tal que y; = 1 0 ¢.

Esta definicién establece que dos caminos son equivalentes si recorren la misma trayectoria,
posiblemente a velocidades diferentes o en diferentes intervalos de parametrizacion.
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Theorem 6.1.2 La relacién de equivalencia entre caminos es una relacion de equivalencia en el
conjunto de todos los caminos en R”.

Demostracion. Seay: [a,b] — R" el conjunto de todos los caminos en R”. La relacién de equivalen-
cia entre caminos se define de tal manera que dos caminos 7; y > son equivalentes si ¥, (f) = 7(¢)
para todo ¢ € [a,b].
Verifiquemos las propiedades de una relacién de equivalencia:
» Reflexividad: Para cualquier camino 7, se tiene () = y(t) para todo ¢ € [a,b]. Por lo tanto,
Y es equivalente a si mismo.
» Simetria: Si y; es equivalente a 9, entonces ¥; () = () para todo ¢ € [a,b]. Por lo tanto,
1(t) =1 (t), y 72 es equivalente a ¥;.
» Transitividad: Si 7, es equivalente a J» y 9 es equivalente a 3, entonces ¥;(f) = (1) y
12(t) = y3(¢) para todo ¢ € [a,b]. Por lo tanto, ¥ () = 13(t), y 71 es equivalente a 3.
Por lo tanto, la relacién de equivalencia entre caminos es una relacioén de equivalencia. |

Corollary 6.1.3 La integral de linea de una funcién escalar continua sobre un camino depende
Unicamente de la clase de equivalencia del camino.

p) Este resultado es fundamental en el célculo de integrales de linea, ya que permite cambiar la
parametrizacién de un camino sin alterar el valor de la integral.

= Example 6.3 Considere el camino ¥ : [0,1] — R? definido por y(t) = (¢,7) y el camino 7 :
[0,2] — R? dado por 7(s) = (s/2,5/2). Estos caminos son equivalentes, ya que recorren la misma
trayectoria en el plano xy, la recta y = x, aunque con diferente parametrizacién. "

Exercise 6.3 Sea y:[0,1] — R” un camino suave tal que y(0) = y(1). Se define el camino
cerrado I como la imagen de y. Demuestre que la longitud de I" es igual a la integral de la

norma de la derivada de yen [0, 1]. n

Demostracion. La longitud L del camino I' es:

L= [ v @)ar.

Dado que y es suave y ¥(0) = (1), el camino es cerrado y su longitud se calcula mediante la
integral de la norma de su derivada. |

| Definition 6.1.4 Un camino ¥ : [a,b] — R" es regular si ¥ (z) # 0 para todo t € [a, b].

La regularidad de un camino implica que no se detiene en ningin punto del intervalo de parametri-
zacion, lo cual es importante en el estudio de la curvatura y torsion de curvas.

= Example 6.4 El camino y(t) = (£*,*) en [0,1] es suave, pero no es regular en t = 0, ya que

Y (0) = (0,0). "
I Exercise 6.4 Determine si el camino ¥(r) = (¢,#2,1%) en [0, 1] es regular. .

Demostracion. Calculamos la derivada:

Y(t) = (1,2¢,3).
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7.1 Superficie Parametrizada: Tipos Principales de Reparametrizaciones
7.1.1 Definicién de Superficies Parametrizadas

Las superficies parametrizadas son representaciones fundamentales en el andlisis de varias variables,
permitiendo describir geometrias complejas mediante funciones de pardmetros. Una parametriza-
cién adecuada facilita el cdlculo de integrales de superficie, andlisis de propiedades geométricas
y la aplicacién de teoremas fundamentales en cdlculo vectorial. En esta seccidn, se presentan
definiciones formales, propiedades clave, ejemplos ilustrativos y ejercicios que profundizan en la
comprension y manipulacién de superficies parametrizadas.

Definition 7.1.1 Sea U C R? un dominio abierto y r : U — R3 una funcién de clase . La
superficie parametrizada ¥ esta definida por:

L=rU)={r(u,v) | (u,v)eU}

donde r(u,v) = (x(u,v),y(u,v),z(u,v)) son funciones diferenciables que asignan a cada punto
(u,v) € U un punto en el espacio tridimensional.

p ) Laparametrizacion de una superficie permite estudiar sus propiedades geométricas y topoldgi-
cas mediante el andlisis de las funciones x(u,v), y(u,v) y z(u,v). Elegir una parametrizacién
conveniente puede simplificar significativamente el cdlculo de integrales de superficie y la
aplicacion de teoremas como el Teorema de Stokes y el Teorema de la Divergencia.

Para comprender mejor las superficies parametrizadas, es importante explorar los tipos principales
de reparametrizaciones y como estas afectan la representacion de la superficie.

Theorem 7.1.1 — Teorema de Reparametrizacion. Sea X una superficie parametrizada por
r(u,v) y ¢ : V — U una funcién biyectiva de clase "' entre dominios abiertos V C R? y U C R2.



502 Capitulo 7. Integrales de Superficie

Entonces, la superficie X también puede ser parametrizada por:

F(s, ) =r(d(s,1)) =r(u(s,1),v(s,1)).

Demostracién. Dado que ¢ : V — U es una funcién biyectiva de clase ¢!, existen funciones u(s, )
y v(s,t) tales que @ (s,7) = (u(s,1),v(s,t)) y ¢ tiene derivadas parciales continuas en V.

La superficie X estd originalmente parametrizada por r(u,v) con (u,v) € U. Al introducir la funcion
¢, podemos definir una nueva parametrizacion ¥(s,7) en V como:

F(s,t) =r(d(s,1)) =r(u(s,1),v(s,1)).

1. Diferenciabilidad: Dado que r 'y ¢ son de clase €', la composicién F(s,t) = r(¢(s,¢)) también
es de clase €', por la regla de la cadena.

2. Imagen de la parametrizacién: La imagen de ¥(s,#) en V es la misma que la imagen de r(u,v) en
U, ya que ¢ es una funcién biyectivaentre V 'y U.

Por lo tanto, ¥ también puede ser descrita mediante la parametrizacion #(s,7) en términos de las
nuevas coordenadas (s,7). [

Este teorema garantiza que cualquier reparametrizacion suave de una superficie parametrizada
mantiene la integridad de la representacion de la superficie, permitiendo flexibilidad en la eleccién
de coordenadas y métodos de célculo.

Corollary 7.1.2 Sir(u,v) es una parametrizacion regular de una superficie X, entonces cualquier

reparametrizacion ¥(s,#) de X también es regular.

Demostracion. Laregularidad de r implica que el determinante del Jacobiano J; = det (% X %) #*

0. Dado que ¢ es de clase €' y biyectiva, el Jacobiano de ¥ también ser no nulo, asegurando la
regularidad de la reparametrizacion. |

m Example 7.1 Considérese la superficie esférica de radio R centrada en el origen. Una parametri-
zacién comin es:

r(0,¢) = (Rsing cos0,Rsin¢dsinO,Rcos @)

donde0< 0 <2ry0< ¢ <m.

Superficie Esférica
X

Figura 7.1.1: Parametrizacion de la superficie esférica de radio R = 1.

La Figura 7.1.1 muestra la superficie esférica parametrizada. Cada punto en la superficie se
corresponde con un par de dngulos (6, ¢), representando coordenadas esféricas. "
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